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Копула – это функция, позволяющая перейти от одномерных 
























Пусть  1 X  и  2 X  – случайные величины, функции распределения 
вероятности которых определены на множествах A и B соответствен-
но. Будем обозначать реализацию i случайной величины j как  ( ) j x i . 
Будем называть функцию  1 2 ( , ) C X X  возрастающей по каждой 
переменной  1 X  и  2 X , если для нее выполняется следующее условие 
при  (1) (2) j j x x ≤ :
1 2 1 2 1 2 1 2 ( (2), (2)) ( (1), (1)) ( (2), (1)) ( (1), (2)) 0 C x x C x x C x x C x x + − − ≥ .  (1)
Введем  понятие  подкопула  1 2 ( , ) C X X   как  двумерную  функцию 
двух переменных2  1 X  и  2 X , определенную на множестве A B × ,  [0;1] A∈  
и  [0;1] B∈ , с областью значений [0;1] и удовлетворяющую условиям:
1) ограничение снизу, т.е.  1 2 ( , ) 0 C X X = , если  : 0 i i X ∃ = ;
2)  1 2 ( , ) i C X X X = , если  : 1 j j i X ∀ ≠ = ;
3) возрастание по каждой переменной. 
Тогда копула – это подкопула в случае  [0;1] A=  и  [0;1] B = . 
При страховых (актуарных) вычислениях и при оценке стои-
мости сложных производных финансовых инструментов часто имеют 
дело с копулой дожития  1 2 ( , ) C X X

, которая определяется по формуле:
2 В данном случае не требуется, чтобы  1 X  и  2 X  были случайными величинами. 
Модели «копула» в приложении к задачам финансов26





1 0 ( ,..., ) 1. n C x x ≤ ≤   (3)
2. Наличие границ Фреше–Хефдинга (Frechet–Hoeffding)
Max(0, 1) ( , ) Min( , ). u v C u v u v + − ≤ ≤   (4)
3. Упорядоченность (доминирование). Копула  2 C  доминирует 
над копулой  1 C , или  1 2 C C  , в случае когда  1,..., n x x ∀  выполняет-
ся неравенство  1 1 2 1 ( ,..., ) ( ,..., ) n n C x x C x x ≤ .
Использование  копул  для  восстановление  многомерного  со-
вместного распределения основано на выводах теоремы Шкляра, вве-
денной в (Sklar, 1959).
Теорема Шкляра. Пусть H – совместная функция распределения 
двух случайных величин x, y, которые имеют частные функции распределения 
F и G соответственно. Тогда существует такая копула C, что для любого x, y 
можно записать:















( ) 1 2 1 2 ; ;...; ... , m m C u u u u u u =
 
  (6)




Эллипсообразные  копулы  (гауссовская  и  Стьюдента)  про-
исходят из аналитических форм записи многомерного гауссовского 
распределения и распределения Стьюдента. Они позволяют восста-
навливать  симметричные  совместные  распределения.  Необходимо 
заметить,  что  для  получения  многомерного  нормального  распреде-
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  ( ) ( ) ( ) ( )
1
1 2 1 2 ; ;...; ... m m C u u u u u u
− = ϕ ϕ +ϕ + +ϕ     ,  (7)





ло n, что будет верно соотношение na b > . Для копулы введем следую-
щие обозначения: 
1
C u u =  и 
1 ( ; )
n n
C C u C u u
+ = . Тогда  ( ) , 0;1 u v ∀ ∈   :
n









( ) ( ) 1 2 1 2 ; ;...; ; ;...; 0.
t t t t



























ный закон насчитывает   0,5 ( 1) n n−  параметров ковариационной ма-
трицы, где n – размерность распределения. Поэтому исследователи 
начали искать пути разрешения «проблемы одного параметра» при 
моделировании  совместных  распределений  высокой  размерности. 
Ниже будут приведены четыре пути решения, найденные в совре-
менных  исследованиях  автором:  иерархические,  парные,  сводные 
и факторные копулы.
2.3.1. Иерархические копулы
В  работе  (Savu,  Trede,  2006)  авторы  обобщают  теорию  по-
строения  иерархических  архимедовых  копул,  которые  позволяют 




















генератора  для  образования  иерархических  копул.  Наиболее  часто 
среди допустимых М. Хоферт отмечает комбинации с участием копулы 
Клэйтона и копулы Али-Микаэля-Хака.
3 При обозначении иерархических копул будем руководствоваться следующими обозначениями: в нижнем ин-








ант  решения  проблемы  одного  параметра  в  многомерных  копулах. 
Фактически  вместо  иерархии  совместного  распределения  копула 
представляется в виде произведения парных условных копул. Для луч-
шего понимания идеи приведем пример из (Aas et al., 2009). 
Пусть  ( ) 1 2 | f x x  – это условная плотность распределения слу-
чайной величины  1 x  при реализации случайной величины  2 x ;  ( ) i F x  – 
функция распределения;  ( ) ( ) 1 2 ; c F x F x     – плотность копулы совмест-
ного распределения двух случайных величин  1 x  и  2 x . Тогда условную 
плотность можно записать через копулу как
( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 12 1 2 1 | ; , f x x c F x F x f x =    
двойную условную плотность величины  1 x :
  ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 3 13|2 1 2 3 2 1 2 | , | ; | | f x x x c F x x F x x f x x =        (9)
или, согласно полученному ранее выводу:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 2 3 13|2 1 2 3 2 12 1 2 1 | , | ; | ; ; f x x x c F x x F x x c F x F x f x =           (10)
трехмерную плотность распределения (по принципу условных парных 
копул):
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 2 3 1 2 3 12 1 2 23 2 3
13|2 1 2 3 2
, , ; ;
| ; | .
f x x x f x f x f x c F x F x c F x F x
c F x x F x x
= ×        
×    
 
(11)
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( )( , ) ,
C x t C y t
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C x t C x t
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C x t C x t











( , ) ( , )





C y t C x t




∂ ∂ ∏ ∫   (15)
И понятие верхней границы Фреше–Хефдинга принимает вид








с x y y c y t dt
=









Пусть  [ ] [ ] 1,..., : 0;1 0;1
d
k С С →  – копулы, являющиеся функциями 
отображения  из  d-мерного  единичного  куба  на  закрытый  интервал 
единичной длины;  [ ] [ ] : 0;1 0;1 ji g →  – функции, которые либо строго 
возрастают, либо тождественно равны единице ( 1,..., ; j k = 1,..., i d = ); 
[0;1] v∈ ;  [0;1] i x ∈  – случайная величина (аргумент функции копулы), 
равная обратному значению кумулятивной функции распределения. 











2)  ( ) ( )








d j j jd d
j











3. Подходы к оценке моделей «копула»
Существует несколько альтернативных методов для решения 
задачи  моделирования  совместного  распределения  с  учетом  теоре-

























































































распределенный  единичный  куб,  по  размерности  совпадающий  с 
первоначальным  вектором.  Приложение  подхода  трансформации 
Розенблатта  к  оценке  качества  инференции  было  дано  в  (Dobric, 
Schmid, 2007). Фактически при этом оценивается дистанция от пре-

































Рассмотрим  пять  основных  приложений  моделей  «копула» 
к задачам финансов: построение модели дюрации, оценку стоимости 









































































4 Исследованию вопросов оценки стоимости опционов посвящены работы: (Cherubini, Luciano, 2000;  Cherubini 
et al., 2004; Goorbergh van den et al., 2005), пример оценки кредитных деривативов можно увидеть в работе 















ся  использование  гауссовской  копулы  или  копулы  Стьюдента,  хотя 
в (Jouanin, Ribouler, Roncalli, 2004) отмечается, что для цели стресс-
тестирования целесообразно воспользоваться экстремальной архиме-














Если  работа  (Hennessy,  Lapan,  2002)  носила  теоретический 
















единице  за  вычетом  значения  обычной  копулы  Клэйтона  с  зависи-




Стоит  также  отметить  работу,  в  которой  анализируется  эф-
фект разных мер риска на оптимальную структуру инвестиционного 
портфеля и показано, что эмпирическое многомерное распределение 









ля.  Отталкиваясь  от  предположения  о  многомерной  нормальности 



































был  подтвержден  негауссовский  характер  изучавшихся  совместных 
распределений (даже в случаях выбора гауссовской копулы частные 








ственность  результатов  тестов  инференции  связана  с  неединствен-
ностью копулы при использовании дискретных данных. Это связано 
с наличием скачков в значении частных эмпирических функций рас-




















ми  финансовыми  рядами,  возникает  потребность  в  исследовании 
Г.И. Пеникас39
структурного  сдвига  в  совместных  распределениях.  Среди  первых 
наработок в России можно выделить статью (Бродский и др., 2009),   
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The paper aims at introducing copula-models’ concepts and its application 
to  solving  such  financials  programs  as  risk  measurement,  risk  hedging,  portfolio 
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